
TD Physique Statistique n°6 - Entropie et température d'unos
illateur harmonique
L'os
illateur harmonique est un modèle physique extrêmement important 
ar il dé
rit unegamme de phénomènes vibratoires étendue, in
luant aussi bien les os
illations d'un pendule,le 
omportement os
illant de 
ertains 
ir
uits éle
triques (de type RLC ), les vibrations molé-
ulaires et 
ristallines, que le 
omportement quantique de la lumière.Dans l'étude qui suit, on se fo
alise sur les aspe
ts thermodynamiques d'un os
illateur harmo-nique à une dimension, pour lequel le mouvement n'est autorisé que dans une dimension del'espa
e. L'exemple 
anonique étudié en mé
anique 
lassique est 
elui du mouvement horizon-tal sans frottement d'une masse m reliée à un ressort de raideur k. L'équation du mouvementpour 
e système est de la forme d
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= 0, ave
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et x l'élongation du ressort parrapport à sa position d'équilibre. Cette équation dé
rit alors les os
illations (à la pulsation ω0)de la masse autour de sa position d'équilibre. L'énergie totale E du système est alors équiré-partie entre énergie 
inétique Ec et énergie potentielle Ep : E = Ec+Ep =
p2
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2
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.En mé
anique quantique, l'équation de S
hrödinger en régime stationnaire Ĥψ = Eψ, où

Ĥ = −
~2

2m
∂2.
∂x2 + 1

2
kx2, dé
rit le 
omportement de la fon
tion d'onde ψ de l'os
illateur har-monique. Les solutions stationnaires de 
ette équation font apparaître une quanti�
ation desénergies En possibles pour 
e système : En =

(
n+ 1

2

)
~ω, où ω est la pulsation propre del'os
illateur et n ∈ N. Cette équation dé
rit alors, par exemple, la vibration à la pulsation ωd'une molé
ule diatomique. L'amplitude de la vibration est alors quanti�ée. La 
onstante ~ω

2est d'origine purement quantique. La molé
ule, même au repos (n = 0), possède une éner-gie non-nulle. L'énergie d'un système étant dé�nie à une 
onstante additive près, il sera plussimple d'omettre 
ette 
onstante de manière à travailler ave
 En = n~ω. Le niveau fondamen-tal (niveau zéro) est alors dé�ni par n = 0.1. On 
onsidère que l'os
illateur harmonique quantique est en 
onta
t ave
 un réservoirthermique. É
rire la fon
tion de partition Z de l'os
illateur harmonique 1 en fon
tion de
ω et de τ , la température du système. Aide : on posera X = exp

(
−

~ω
τ

).Donner l'interprétation physique de Z. Pour 
ela, é
rire la probabilité que l'os
illateurharmonique soit dans un état d'énergie En, en fon
tion de En et de Z.2. En déduire l'énergie libre F du système. Quelle forme simpli�ée prend-t-elle à hautetempérature ? Dans 
e 
as, on s'aidera d'un développement limité du premier ordre.3. Montrer qu'à volume 
onstant (
e qui est le 
as i
i), l'entropie s'exprime sous la forme
σ = −

(
∂F
∂τ

)
V
. On é
rira pour 
ela dF sous deux formes di�érentes. En déduire l'expres-sion de l'entropie, à volume 
onstant, en fon
tion de X = −

~ω
τ
.Quelle forme simpli�ée 
ette expression prend-elle à haute température ? Véri�er qu'en1. La lettre Z est la première lettre de �Zustandssumme�, 
e qui signi�e en Allemand �somme sur les états�.1



partant de l'expression simpli�ée de l'énergie libre à haute température, on retrouve lemême résultat.4. Montrer que la 
apa
ité 
alori�que à volume 
onstant CV prend la forme CV = T
(
∂S
∂T

)
V
.Montrer que la limite à haute température de CV vaut la 
onstante de Boltzmann.Montrer, qu'au 
ontraire, CV tend vers zéro lorsque la température tend vers zéro.Interpréter qualitativement 
es résultats.5. En déduire la limite à haute température de l'énergie interne U de l'os
illateur harmo-nique.6. Véri�er, à partir des expressions pré
édentes, qu'à haute température, ( ∂σ

∂U

)
V
= 1

τ
.
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