
TD Physique Statistique n°2 - Parti
ule dans un puits depotentiel in�ni
La démar
he employée en physique statistique n'est pas limitée aux systèmes 
lassiques.Elle s'applique tout aussi bien aux systèmes quantiques. Ce TD revient sur un des rares sys-tèmes quantiques résolvables analytiquement : le puits de potentiel. Même si une appro
hestatistique n'est pas utilisée i
i, les résultats obtenus pourront être utilisés ultérieurement dansl'étude des gaz fermioniques, 
onstitués d'un très grand nombre de parti
ules.Nous 
onsidérons une parti
ule, de masse m, dans un puits de potentiel unidimensionnelet in�ni, orienté selon x. Le puits est lo
alisé entre sur la zone [

−L
2
,+L

2

]. Le potentiel V estnul dans 
ette zone et in�ni hors de 
elle-
i (voir la �gure).Rappels de mé
anique quantique : Il est impossible de dé
rire simultanément la parti
uleen termes de position et de vitesse. La parti
ule est alors 
ara
térisée par sa fon
tion d'onde
ψ (~r, t), qui dépend à la fois de l'espa
e et du temps. La quantité |ψ (~r, t)|2 dé
rit alors ladensité de probabilité de présen
e la parti
ule au point ~r et à l'instant t. La fon
tion d'ondeest alors régie par l'équation de S
hrödinger

i~
∂ψ (~r, t)

∂t
= Ĥψ (~r, t) , (1)où Ĥ est l'hamiltonien du système. L'hamiltonien est un opérateur qui dé
rit le système entermes énergétiques (énergies 
inétique et potentielle). En mé
anique 
lassique, l'énergie 
iné-tique d'une parti
ule de masse m est donnée par p2

2m
, où p est la quantité de mouvement dela parti
ule. En mé
anique quantique, la quantité de mouvement est dé
rite par l'opérateur

p̂ = −i~∇, où ∇ est l'opérateur ve
toriel ( ∂.
∂x
, ∂.
∂y
, ∂.
∂z

). L'énergie potentielle est, elle, dé
ritede manière similaire en mé
anique 
lassique et en mé
anique quantique. L'hamiltonien dusystème vaut alors Ĥ = 1

2m
p̂2 + V .1. Dans quelle région de l'espa
e la parti
ule est-elle lo
alisée ? É
rire alors l'équation deS
hrödinger unidimensionnelle véri�ée par ψ (x, t) pour la parti
ule. Donner les valeursde la fon
tion d'onde ψ (x, t) en x = −L

2
et x = L

2
(
onditions aux limites).2. Véri�er que la fon
tion d'onde ψ (x, t) = A cos (kx) exp(−iωt) (où A est une 
onstante)est une solution stationnaire du problème. En déduire la relation entre k et ω. Dela même manière, on peut montrer que les fon
tions d'onde de la forme ψ (x, t) =

B sin (kx) exp(−iωt) sont solutions.3. On 
her
he la forme générale des solutions stationnaires de l'équation de S
hrödingerpour la parti
ule. Les solutions stationnaires peuvent s'é
rire sous la forme ψ (x, t) =1



ϕ (x)χ (t), ave
 |χ (t)| = 
te. La fon
tion ϕ (x) véri�e alors l'équation de S
hrödingerindépendante du temps Ĥϕ (x) = Eϕ (x), où les di�érentes valeurs possibles de E sontles énergies propres de la parti
ule.Véri�er que la solution générale de l'équation de S
hrödinger indépendante du tempsprend la forme ϕ (x) = A cos (kx+ φ). Donner alors la relation entre k et E.4. En utilisant les 
onditions aux limites, montrer que k véri�e né
essairement k = n π
L
, , n ∈

Z
∗. Quelles sont les énergies asso
iées à 
es di�érentes valeurs de k ?5. Cal
uler A pour que ψ (x, t) (ou de manière équivalente ϕ (x)) soit normalisé.6. Cal
uler l'é
art-type ∆x =

√
(∆x)2 de la variable position x de la parti
ule dans lepuits de potentiel. On rappelle que (∆x)2 = x2 − x2.7. Cal
uler l'é
art-type ∆p =

√
(∆p)2 de la variable quantité de mouvement p de la parti-
ule dans le puits de potentiel. Pour 
ela il sera judi
ieux de remarquer que p = 0. Quelargument physique permet d'a�rmer 
ela ?8. Que vaut la quantité ∆x∆p ? Véri�e-t-elle la relation d'indétermination d'Heisenberg

∆x∆p ≥ ~

2
?

2


